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TÓM TẮT 

Đa thức bất khả quy có nhiều ứng dụng thực tiễn, đặc biệt là trong các lĩnh vực 

lý thuyết mã (coding theory), mã hóa mật mã (cryptography) và an toàn thông tin 

(information security). Bài báo này trình bày kết quả nghiên cứu và cài đặt thử 

nghiệm của quá trình xây dựng cơ sở dữ liệu các đa thức bất khả quy phục vụ các 

ứng dụng thực tiễn. 

Từ khóa: Đa thức bất khả quy,trường hữu hạn, lý thuyết mã, mã hóa mật mã, an 

toàn thông tin 

1. Giới thiệu 

Đa thức bất khả quy có nhiều tính 

chất tương tự như số nguyên tố của 

vành số nguyên và có thể xem như là 

một sự mở rộng và thay thế tự nhiên 

của số nguyên tố trong nhiều ứng dụng 

thực tiễn, đặc biệt là trong lĩnh vực mã 

hóa mật mã và chữ ký số [1], [2], [3], 

[4]. Tuy nhiên, quá trình phát sinh đa 

thức bất khả quy tiêu tốn lượng thời 

gian đáng kể, đặc biệt là khi cần phát 

sinh đa thức bất khả quy bậc cao hay 

phát sinh với số lượng lớn. 

Câu hỏi đặt ra là tại sao chúng ta 

không xây dựng sẵn một kho cơ sở dữ 

liệu các đa thức bất khả quy để khi cần 

có thể nhận được kết quả một cách 

nhanh chóng và tiện lợi? Chúng ta cũng 

có thể dễ dàng nhận được các đa thức 

bất khả quy thỏa mãn một số tiêu chí nào 

đó theo yêu cầu của ứng dụng. Quá trình 

xây dựng cơ sở dữ liệu các đa thức bất 

khả quy bao gồm quá trình phát sinh đa 

thức và chọn lựa cấu trúc lưu trữ thích 

hợp thuận tiện cho việc tìm kiếm. Một số 

công trình đưa ra một danh sách hạn chế 

các đa thức bất khả quy hoặc liệt kê một 

số lượng lớn các đa thức bất khả quy 

dạng đặc biệt [4], [5] chứng tỏ rằng quá 

trình xây dựng cơ sở dữ liệu các đa thức 

bất khả quy là thực sự cần thiết. Dựa vào 

các công trình nghiên cứu có liên quan 

chúng tôi đưa ra ba giải pháp phát sinh 

đa thức bất khả quy: 

i.) Giải pháp thứ nhất là phát sinh ra 

đa thức bất kỳ bậc  rồi dựa vào giải 

thuật kiểm tra tính bất khả quy của đa 

thức (giải thuật IPT trong [6]) và thực 

hiện như sau: chọn ngẫu nhiên một đa 

thức rồi kiểm tra xem đa thức đó có 

phải là đa thức bất khả quy hay không 

và lặp lại quá trình này cho đến khi 

chọn được đa thức bất khả quy. 

ii.) Giải pháp thứ hai dựa vào công 

thức tổng hợp: từ các đa thức bất khả 

quy đã biết chúng ta có thể tổng hợp 

nên các đa thức bất khả quy mới. Giải 

pháp này có thể tổng hợp ra các đa thức 

bất khả quy bậc cao mà không đòi hỏi 

nhiều thời gian. 

iii.) Giải pháp thứ ba dựa vào kết 

quả của một định lý toán học (định lý 

3.5, trang 84, [4]) mà theo đó chúng ta 

có thể tính được đa thức  là đa 

thức tích của tất cả các đa thức bất khả 

quy có bậc  trên trường . Sau đó chỉ 

cần phân tích đa thức tích này ra thành 

các nhân tử bất khả quy là ta đã có thể 
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tìm được tất cả các đa thức bất khả quy 

bậc . Bài toán phân tích đa thức thành 

các nhân tử bất khả quy đã được nhiều 

tác giả tham gia nghiên cứu. 

Quá trình xây dựng cơ sở dữ liệu 

các đa thức bất khả quy của chúng ta 

bao gồm hai giai đoạn. Ở giai đoạn đầu 

chúng ta sẽ xây dựng một cơ sở dữ liệu 

bao gồm đầy đủ các đa thức bất khả quy 

tới một ngưỡng ở bậc  nào đó (chẳng 

hạn ). Ở giai đoạn sau chúng ta sẽ 

tổng hợp các đa thức bất khả quy bậc 

cao dựa vào kho cơ sở dữ liệu đã xây 

dựng được ở giai đoạn đầu. 

Cấu trúc của bài báo như sau:  

- Phần 2: khảo sát sự phân bố của 

các đa thức bất khả quy trên trường hữu 

hạn , các công trình liên quan và một 

vài ví dụ ứng dụng điển hình.  

- Phần 3: trình bày quá trình xây 

dựng cơ sở dữ liệu các đa thức bất khả 

quy bao gồm hai bước như đã nói ở trên. 

- Phần 4: mô tả quá trình cài đặt thử 

nghiệm, so sánh kết quả và đánh giá hệ thống. 

- Phần 5:  kết luận và hướng phát triển. 

2. Sự phân bố và ứng dụng của đa 

thức bất khả quy trên trường hữu 

hạn  

Trong phần này chúng tôi trình bày 

ý nghĩa thực tiễn của sự phân bố các đa 

thức bất khả quy trên trường hữu hạn  

và nêu lên hai ứng dụng điển hình. 

2.1. Sự phân bố của các đa thức 

bất khả quy trên trường hữu hạn  

Đa thức bậc  trên trường hữu hạn 

 là một biểu thức có dạng: 

 

trong đó . 

Đa thức bất khả quy là đa thức 

không thể phân tích thành tích của hai 

đa thức có bậc lớn hơn hay bằng 1. Một 

dạng đặc biệt của đa thức bất khả quy 

có nhiều ứng dụng trong thực tiễn là đa 

thức nguyên thủy. Đa thức nguyên thủy 

 là phần tử sinh của trường 

 (  là tập tất cả các đa thức 

có hệ số lấy trong trường ). 

Tập các đa thức bất khả quy là vô 

hạn. Ở mỗi bậc  đều có chứa một 

số lượng nhất định các đa thức bất khả 

quy [4]. Bảng 1(thực hiện tính toán theo 

công trình [4], Theorem 3.24, p. 84) cho 

biết sự phân bố của các đa thức bất khả 

quy trên trường nhị phân  ( ) với 

các giá trị của bậc . 

Bảng 1: Sự phân bố theo bậc của các đa thức bất khả quy trên trường nhị phân 

Bậc ĐT 

BKQ 

ĐT Tỷ lệ 

(%) 

Bậc ĐT BKQ ĐT Tỷ lệ 

(%) 

1 2 2 100 11 186 2048 9,08 

2 1 4 25 12 335 4096 8,17 

3 2 8 25 13 630 8192 7,69 

4 3 16 18,75 14 1161 16384 7,08 

5 6 32 18,75 15 2182 32768 6,65 

6 9 64 14,06 16 4080 65536 6,22 

7 18 128 14,06 17 7710 131072 5,88 

8 30 256 11,71 18 14532 262144 5,54 

9 56 512 10,93 19 27594 524288 5,26 

10 99 1024 9,66 20 52377 1048576 4,99 
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Ta có nhận xét là khi bậc  càng cao 

thì tỷ lệ các đa thức bất khả quy trên 

tổng số các đa thức giảm, nhưng số 

lượng các đa thức bất khả quy tăng lên 

ngày càng lớn. Trên trường  bất kỳ 

( ) các giá trị này sẽ lớn hơn nhiều. 

Số lượng lớn các đa thức bất khả quy là 

tiền đề cần thiết cho việc thực hiện mã 

hóa mà không sợ bị tấn công theo kiểu 

vét cạn (Brute-Force search). Hơn nữa, 

quá trình phát sinh khóa đòi hỏi phải 

chọn ngẫu nhiên một đa thức và kiểm 

tra xem đó có phải là đa thức bất khả 

quy hay không [3]. Số lượng lớn các đa 

thức bất khả quy đảm bảo cho quá trình 

này không phải lặp lại nhiều lần và do 

đó mới có giá trịứng dụng thực tiễn. 

2.2. Một số công trình liên quan đến 

phân tích đa thức và tổng hợp đa thức 

Bài toán phân tích đa thức thành các 

nhân tử bất khả quy đã được các nhà 

khoa học tham gia nghiên cứu từ rất 

sớm [7]. Có những giải pháp tổng quát 

và toàn diện, cũng có những giải pháp 

chỉ giải quyết một phần của vấn đề hoặc 

đối với một số dạng đa thức đặc biệt 

như Tonelli (1891) và Schoof (1985): 

chỉ phân tích các đa thức bậc 2 trên 

trường hữu hạn . Arwin (1918) chỉ 

tách các thừa số có bậc khác nhau, tức 

là phân tích thành tích của các thừa số 

có cùng bậc, do đó chưa phải là thừa số 

bất khả quy. Berlekamp đề xuất hai giải 

thuật phân tích: một giải thuật tất định 

(deterministic) sử dụng công cụ đại số 

(1967) và một giải thuật ngẫu nhiên 

(1970) dựa theo phương pháp ngẫu 

nhiên của Collins và Knuth. Rabin giới 

thiệu một giải thuật ngẫu nhiên (1980) 

sau đó được cải tiến bởi Ben-Or (1981). 

Cantor và Zassenhaus (1981) đề xuất 

giải thuật ngẫu nhiên đầu tiên thực thi 

trong thời gian đa thức với không gian 

lưu trữ tuyến tính . Huang (1991) 

đưa ra giải thuật có thời gian thực thi tốt 

nhất nhưng lại phụ thuộc vào giả thuyết 

Riemann mở rộng (chưa được chứng 

minh). Chúng ta sẽ sử dụng các phương 

pháp phân tích của Berlekamp và 

Cantor-Zassenhaus trong quá trình cài 

đặtcủa bài báo này. 

Bài toán tổng hợp các đa thức bất 

khả quy từ các đa thức bất khả quy đã 

biết đã được công bố trong nhiều công 

trình nghiên cứu của các tác giả hoặc 

được tổng hợp lại trong một số công 

trình liên quan [4], [5], [8], [9], [10]. Đa 

thức ban đầu dùng để tổng hợp cần thỏa 

mãn một số điều kiện tổng hợp nào đó, 

các đa thức được tổng hợp có thể ở 

cùng trường với đa thức ban đầu, hoặc 

có thể ở trong các trường mở rộng của 

nó. Chúng tôi chọn cài đặt thử nghiệm 

những công thức tổng hợp đơn giản, 

hiệu quả tránh không phải thực hiện 

tính toán phức tạp trên các trường mở 

rộng. Các phương pháp này được đề 

cập trong các công trình [4], [5], [9]. Về 

việc xây dựng cơ sở dữ liệu các đa thức 

bất khả quy, chúng tôi chưa tìm thấy 

công trình nào được công bố. 

Việc tìm ra công thức dùng để tổng 

hợp các đa thức bất khả quy bậc cao từ 

các đa thức bất khả quy bậc thấp hơn đã 

biết có ý nghĩa thực tiễn to lớn. Nó giúp 

ta tìm được các đa thức bất khả quy bậc 

cao mà không đòi hỏi phải tốn nhiều 

thời gian để kiểm tra tính bất khả quy. 

Công thức tổng hợp đa thức dựa trên 

các định lý toán học được đề cập đến 

trong các công trình tham khảo có liên 

quan. Trong bài báo này chúng tôi 

chọn lựa cài đặt những công thức tổng 

hợp đơn giản, hiệu quả và hữu dụng, 
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tránh việc thực hiện tính toán trên các 

trường mở rộng vốn khá phức tạp. Sau 

đây là một số phương pháp tổng hợp 

được sử dụng. 

i.) Phương pháp Order-Based: 

Phương pháp Order-Based [5] 

(Theorem 3.9, p. 44) cần một đa thức 

bất khả quy thỏa điều kiện tổng hợp và 

có thể phát sinh ra vô số các đa thức bất 

khả quy bậc cao tùy ý. Phương pháp 

này được cài đặt bởi hàm 

O_PolyGen(Polly  int ) và cho kết 

quả là một đa thức bất khả quy (có chứa 

tham số) tổng hợp được với tham số 

nhận giá trị , hoặc thông báo đa thức 

bất khả quy  đã cho không thỏa mãn 

điều kiện tổng hợp. Ví dụ, từ đa thức 

bất khả quy  ta tổng hợp được 

đa thức bất khả quy chứa tham số 

: . Do đó: 

O_PolyGen(  

O_PolyGen(  

… 

ii.) Phương pháp Primitive-Based: 

Phương pháp Primitive-Based [9] 

(Theorem 11, p. 16) cần một đa thức 

nguyên thủy thỏa mãn điều kiện tổng 

hợp. Phương pháp này được cài đặt bởi 

hàm P_PolyGen(Poly ) và cho kết quả 

là một đa thức bất khả quy bậc 

, trong đó  là bậc của đa thức 

nguyên thủy , hoặc thông báo đa thức 

 không thỏa mãn điều kiện tổng hợp. 

P_PolyGen  

( =

 Phương pháp Varshamov: 

Phương pháp Varshamov [5] 

(Theorem 3.19, p. 49) cần một đa thức 

nguyên thủy thỏa mãn điều kiện tổng 

hợp và cho kết quả là một họ các đa 

thức bất khả quy được tính thông qua 

các công thức truy hồi. Phương pháp 

này được cài đặt thông qua hàm 

V_PolyGen(Poly , int ) và trả về đa 

thức thứ  của họ đa thức tổng hợp 

được. Cũng giống như phương pháp 

Order-Based, phương pháp này cho kết 

quả là vô số đa thức bất khả quy với bậc 

lớn tùy ý, hoặc thông báo đa thức đã 

cho không thỏa mãn điều kiện tổng hợp. 

V_PolyGen  

V_PolyGen(  

… 

iii.)  Phương pháp Kyuregyan 

Phương pháp Kyuregyan [9] 

(Theorem 5, Corollary 2, p. 11) cần một 

đa thức bất khả quy bậc  và một đa 

thức nguyên thủy bậc  thỏa mãn các 

điều kiện tổng hợp và cho kết quả là 

một đa thức bất khả quy bậc . 

Phương pháp này được cài đặt thông 

qua hàm K_PolyGen(Poly , Poly ) và 

cho kết quả là một đa thức bất khả quy 

hoặc thông báo đa thức đã cho không 

thỏa mãn điều kiện tổng hợp.  
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K_PolyGen

So sánh giữa các phương pháp 

tổng hợp 

 Phương pháp Order-Based và 

Varshamov (có tính chất đệ quy) cần 

một đa thức bất khả quy và phát sinh ra 

vô số đa thức bất khả quy có bậc cao 

tùy ý. Phương pháp Primitive-Based 

cần một đa thức nguyên thủy, phương 

pháp Kyuregyan cần một đa thức 

nguyên thủy và một đa thức bất khả 

quy. Tuy nhiên, cả hai phương pháp này 

đều cũng chỉ phát sinh (nếu thỏa điều 

kiện tổng hợp) ra một đa thức bất khả 

quy khác. 

 Phương Primitive-Based không 

cần thêm điều kiện tổng hợp nào. Các 

điều kiện tổng hợp của hai phương pháp 

Order-Based và Varshamov tương đối 

dễ thỏa mãn. Điều kiện tổng hợp của 

phương pháp Kyuregyan là khó thỏa 

mãn nhất. 

2.3. Một vài ứng dụng điển hình 

của các đa thức bất khả quy 

Đa thức bất khả quy có nhiều ứng 

dụng thực tiễn [4]. Chúng tôi trình bày 

sơ lược hai ứng dụng điển hình: tạo ra 

bộ sinh số ngẫu nhiên từ đa thức 

nguyên thủy, mã hóa khóa công khai và 

chữ ký số dùng đa thức bất khả quy. 

2.3.1. Tạo ra bộ sinh số ngẫu nhiên 

Bộ sinh số ngẫu nhiên có vai trò 

quan trọng trong nhiều ứng dụng thực 

tiễn, chẳng hạn khóa trong các quá trình 

mã hóa đều được phát sinh một cách 

ngẫu nhiên. 

Bộ sinh số ngẫu nhiên Tausworthe 

được xây dựng bằng cách tạo ra chuỗi 

số nhị phân ngẫu nhiên rồi chọn các 

khối  số nhị phân liên tiếp, mỗi khối 

được xem như là biểu diễn của một số 

nguyên . Sau đó ta tính kết 

quả  của mỗi giá trị  để có được 

các số ngẫu nhiên trong khoảng . 

Đa thức nguyên thủy có tác dụng 

phát sinh ra chuỗi số nhị phân ngẫu 

nhiên, do đó có thể dùng để tạo ra bộ 

tạo số ngẫu nhiên Tausworthe. Để đơn 

giản hóa việc tính toán người ta thường 

chọn đa thức nguyên thủy dạng tam 

thức . Đa thức có bậc càng 

cao thì bộ sinh số ngẫu nhiên có quy 

luật càng giống với các quá trình ngẫu 

nhiên trong thực tế. Bộ sinh số ngẫu 

nhiên Tausworthe được xây dựng từ đa 

thức nguyên thủy được mô tả chi tiết 

trong công trình [9]. Chúng tôi trình bày 

tóm tắt qua một ví dụ cụ thể với đa thức 

nguyên thủy  và chọn 

khối với giá trị .  

Gọi  là tập các đa thức có hệ số 

trên trường nhị phân , khi ấy vành 

thương  là một trường bao 

gồm các phần tử là các đa thức có bậc 

. Trên trường này 

 nên ta có: 

(trên trường nhị 

phân ) 

Do đó: 
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Nếu ta tính giá trị của các lũy thừa 

 tại  rồi 

nhóm lại theo từng cụm  số (nhị 

phân) thì các chuỗi số nhị phân này là 

ngẫu nhiên và chúng được sử dụng để 

tạo ra bộ sinh số ngẫu nhiên 

Tausworthe như được mô tả trong [11]. 

2.3.2. Mã hóa khóa công khai và 

chữ ký số 

Đa thức bất khả quy có thể dùng để 

thay thế cho số nguyên tố trong mã hóa 

khóa công khai và chữ ký số, quá trình 

ký và mã hóa được mô tả ngắn gọn 

thông qua một ví dụ cụ thể ở ngay bên 

dưới. Ramzi A. Haraty và các đồng 

nghiệp [3] đã làm thực nghiệm so sánh 

giữa hai phương pháp RSA cổ điển 

(dựa trên số nguyên tố) và RSA dựa 

trên đa thức và đã đưa ra một số kết 

luận như sau: 

 Tấn công hệ thống RSA cổ điển 

rất dễ đối với các số nguyên tố nhỏ. Tuy 

nhiên, đối với các số nguyên tố có từ 

100 chữ số trở lên thì hệ thống rất khó 

tấn công và cần phải sử dụng nhiều máy 

tính chạy song song. 

 Tấn công hệ thống RSA dựa 

trên đa thức trở nên khó hơn khi kích 

thước của  tăng hoặc khi bậc của đa 

thức lớn. 

Quá trình tạo khóa (của người 

gửi ) bao gồm các bước sau: 

 Chọn ngẫu nhiên 1 số nguyên tố 

lẻ và 2 đa thức bất khả quy  và  

trên trường hữu hạn  (rất tốn thời gian 

đối với đa thức bất khả quy bậc cao để 

đảm bảo tính an toàn của hệ thống). 

 Tính  

 Tính  

với  và  lần lượt là bậc của  và 

 

 Chọn ngẫu nhiên số nguyên 

 sao cho 

 

 Sử dụng thuật toán chia 

Euclidean để xác định số nguyên 

 sao cho 

 (  được xác định ở 

bước này là duy nhất) 

 Công bố khóa công khai 

 và giữ  là khóa bí mật 

Quá trình ký (của người gửi ) 

bao gồm các bước sau: 

 Nhận thông điệp  từ trong 

hệ thặng dư đầy đủ modulo  của 

 

 Tính  là một đa 

thức trong hệ thặng dư đầy đủ modulo 

 của  

 Sử dụng khóa bí mật  để tính 

 

 Gửi thông điệp đã ký và mã hóa 

 của nguyên bản  

Quá trình chứng thực (của người 

nhận ) bao gồm các bước sau: 

  nhận khóa công khai 

 của  

  tính  (= ) 

  phục hồi nguyên bản  

bằng cách tính  

Ví dụ với các bộ số cụ thể: 

  Chọn , f ,  trên , 

và tính: 
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, 

, 

Sau đó  chọn  và tính được . 

Giả sử cần mã hóa thông điệp ,  thực hiện tính toán sau: 

, 

, 

 gửi cho  thông điệp đã được mã hóa và ký là . 

  thực hiện quá trình xác thực và giải mã bằng cách tính: 

, 

. 

Để đơn giản trong cả hai quá trình 

ký và chứng thực ở trên chúng ta đều 

dùng hàm mã hóa  là hàm đồng 

nhất ( ), cũng tức là không có 

mã hóa và do đó . 

Tăng tính hiệu quả cho quá trình 

phát sinh khóa bằng cách sử dụng 

công thức tổng hợp đa thức: 

Với kho cơ sở dữ liệu các đa thức bất 

khả quy đã được xây dựng sẵn, chúng ta 

có thể tăng tính hiệu quả cho quá trình 

phát sinh khóa (chọn  và ) trong 

quá trình tạo khóa bằng cách sau: 

 Chọn ngẫu nhiên một đa thức 

bất khả quy trong kho cơ sở dữ liệu các 

đa thức bất khả quy (con số hữu hạn). 

 Dùng công thức tổng hợp để 

tính ra một đa thức bất khả quy khác và 

dùng làm khóa (con số này có thể là vô 

hạn, nếu ta sử dụng các công thức tổng 

hợp có tính chất đệ quy). 

Xét ví dụ sau: trong cơ sở dữ liệu có 

chứa đa thức bất khả quy trên trường nhị 

phân : . Dựa vào công thức 

tổng hợp ta biết các đa thức có dạng 

 cũng là các 

đa thức bất khả quy và số lượng các đa 

thức này là vô hạn. Do đó, chúng ta có 

thể chọn ngẫu nhiên một giá trị  và 

dùng  để làm khóa. Việc tính toán 

 không mất nhiều thời gian, không 

gian khóa là vô hạn, điểm yếu là khóa có 

cấu trúc khá đặc biệt có thể giúp cho các 

nhà phân tích mã có phương pháp tấn 

công đặc biệt nào đó đối với hệ mã này. 

3. Xây dựng cơ sở dữ liệu các đa 

thức bất khả quy 

Quá trình xây dựng cơ sở dữ liệu 

các đa thức bất khả quy bao gồm hai 

giai đoạn: giai đoạn xây dựng cơ sở 

dữ liệu ban đầu và giai đoạn tổng hợp 

đa thức như đã trình bày ở phần giới 

thiệu. Chúng ta chỉ cần xét các đa thức 

bất khả quy có hệ số đầu bằng 1 

( ). Hình 1 trình bày quá trình 

xây dựng cơ sở dữ liệu các đa thức bất 

khả quy. 

 

 

 

 

Hình 1: Quá trình xây dựng cơ sở dữ liệu các đa thức bất khả quy 

XÂY DỰNG CƠ SỞ DỮ LIỆU 

BAN ĐẦU 

 
Phương pháp Factoring 

Phương pháp Generating 

TỔNG HỢP ĐA THỨC BKQ BẬC CAO 

 
Phát sinh hạn chế 

Tìm đa thức dạng đặc biệt 

Các phương pháp tổng hợp 
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3.1. Xây dựng cơ sở dữ liệu ban đầu 

Chúng ta sử dụng hai phương pháp 

để xây dựng cơ sở dữ liệu ban đầu: 

phương pháp Factoring và phương pháp 

Generating. Đối với phương pháp 

Factoring, ta không cần quan tâm đến 

các đa thức khả quy. Theo [4] (theorem 

3.5, p. 84) ta có công thức tính tích của 

tất cả các đa thức bất khả quy bậc với 

hệ số . Để tìm tất cả các đa thức 

bất khả quy bậc  chúng ta chỉ việc 

phân tích đa thức tích  vừa tính 

được ra thành các nhân tử bất khả 

quy.Chúng tôi sử dụng hai phương pháp 

phân tích: phương pháp tất định 

Berlekamp [4] (p. 130) và phương pháp 

ngẫu nhiên Cantor-Zassenhaus [6] (p. 

530). Ví dụ, để tìm tất cả các đa thức 

bất khả quy bậc 4 trên trường nhị phân 

 chúng ta phân tích đa tích 

 ra thành 

tích các nhân tử bất khả quy (có tất cả 

ba đa thức bất khả quy bậc 4, phù hợp 

với công thức tính số lượng các đa thức 

bất khả quy bậc  trong [4]):  

 

Phương pháp Generating dựa vào giải thuật kiểm tra tính bất khả quy của đa 

thức: giải thuật IPT trong [6] (Theorem 19.10, p. 513).  

Giải thuật IPT 

Input: đa thức  có bậc  

Output: true hoặc false 

 mod  

for  to  do 

  mod  

 if   

  return false 

 endif  

endfor 

return true 

Ta lần lượt phát sinh ra tất cả các đa 

thức bậc  rồi dùng giải thuật IPT để 

kiểm tra và loại bỏ các đa thức khả quy. 

Kết quả ta sẽ nhận được tất cả các đa 

thức bất khả quy bậc . Khác với 

phương pháp Factoring phương pháp 

này phải xem xét tất cả các đa thức bậc 

. Ví dụ, phát sinh tất cả các đa thức 

bậc 4 dạng  với 

. Sau quá trình kiểm tra và 

loại bỏ kết quả thu được là ba đa thức 

bất khả quy như trong phương pháp 

Factoring ở trên. 

3.2. Tổng hợp các đa thức bất khả 

quy bậc cao 

Số lượng các đa thức bất khả quy 

tăng lên rất nhanh theo bậc, do đó việc 

tìm tất cả các đa thức bất khả quy ở bậc 

cao là bất khả thi và đôi khi không thực 

sự cần thiết. Chúng ta sẽ sử dụng các 

phương pháp sau đây để tìm các đa thức 

bất khả quy ở bậc cao: 

 Phát sinh các đa thức bất khả 

quy với số lượng hạn chế. 

 Tìm các đa thức bất khả quy 

dạng đặc biệt. 
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 Tổng hợp từ các đa thức bất khả 

quy bậc thấp hơn. 

3.2.1. Phát sinh các đa thức bất khả 

quy bậc cao với số lượng hạn chế 

Giả sử ta cần tìm  đa thức bất khả 

quy bậc . Ta có thể thực hiện điều này 

bằng cách lần lượt phát sinh ngẫu nhiên 

một đa thức bậc , dùng giải thuật IPT 

đã trình bày ở trên để kiểm tra xem đó 

có phải là đa thức bất khả quy chưa 

được phát sinh, nếu đúng thì sẽ thêm 

vào tập kết quả. Lặp lại quá trình này 

cho đến khi ta có đủ số lượng các đa 

thức bất khả quy cần thiết. Hàm 

R_PolyGen( , ) phát sinh  đa thức bất 

khả quy bậc . 

3.2.2. Tìm các đa thức bất khả quy 

dạng đặc biệt 

Đa thức bất khả quy dạng đặc biệt 

thường được nghiên cứu là nhị thức 

(binomial) ( ) và tam thức 

(trinomial) ( ). Trường nhị 

phân  không có các đa thức bất khả 

quy dạng nhị thức. Thật vậy, khi  chẵn 

thì  chia hết cho  (do 

), ngược lại khi  lẻ thì 

nó chia hết cho . Do đó ta sẽ thực 

hiện việc tìm các đa thức bất khả quy 

dạng tam thức trên trường nhị phân . 

Về cơ bản chúng ta vẫn sẽ sử dụng 

giải thuật IPT ở trên, tuy nhiên chúng ta 

có thể giảm thiểu việc kiểm tra tính bất 

khả quy của các đa thức dạng tam thức 

bằng cách sử dụng phương pháp được mô 

tả trong [12] (Corollary 5, p. 1105) do 

Swan đề xuất. Định lý này giúp loại bỏ 

được phần lớn các trường hợp cần phải 

kiểm tra, điều này rất có ý nghĩa thực tiễn 

vì đối với đa thức bậc cao việc kiểm tra 

tính bất khả quy đòi hỏi một lượng thời 

gian đáng kể. Cũng theo Swanhai đa thức 

 và  có cùng tính chất bất 

khả quy, do đó trong trường hợp  và  

đều lẻ thì việc khảo sát đa thức  

sẽ quy về việc khảo sát đa thức . 

Từ đó ta chỉ cần xét tất cả các đa thức 

dạng  với  là đủ. Hàm 

T_PolyGen( ) phát sinh tất cả các tam 

thức bất khả quy bậc . 

3.2.3. Sử dụng công thức tổng hợp 

Sau khi đã xây dựng được cơ sở dữ 

liệu ban đầu bao gồm đầy đủ tất cả các 

đa thức bất khả quy có bậc  trên 

trường nhị phân , chúng tôi thực hiện 

một vòng lặp và đối với mỗi đa thức lần 

lượt thực hiện các bước sau: 

 Kiểm tra điều kiện tổng hợp của 

cả bốn phương pháp tổng hợp đã nêu ở 

mục 2.2 bên trên. 

 Nếu thỏa điều kiện tổng hợp thì 

sẽ phát sinh các đa thức tổng hợp tương 

ứng và lưu trữ vào cơ sở dữ liệu. 

Trong thực tế, quá trình tổng hợp 

này có thể thực hiện lặp lại nhiều lần và 

kết quả là kho cơ sở dữ liệu các đa thức 

bất khả quy ngày càng được mở rộng, 

cho đến khi đạt được yêu cầu của ứng 

dụng thực tiễn. Tuy nhiên, trong quá 

trình cài đặt thử nghiệm chúng tôi 

không thực hiện quá trình lặp này. 

3.3. Cấu trúc lưu trữ cho các đa 

thức bất khả quy 

Chúng ta cần chọn lựa cách thức 

lưu trữ các đa thức bất khả quy sao cho 

việc tìm kiếm có thể được thực hiện dễ 

dàng và nhanh chóng. Một trong những 

cách có hiệu quả nhất là sử dụng một hệ 

quản trị cơ sở dữ liệu chuyên nghiệp 

(SQL Server chẳng hạn) và lập chỉ mục 

tìm kiếm một cách thích hợp. 

Nội dung cần lưu trữ là chuỗi nhị 

phân biểu diễn các hệ số của đa thức 

trên trường nhị phân . Tuy nhiên, tìm 

kiếm trên chuỗi nhị phân này không 
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hiệu quả, do đó để tăng tốc độ cho quá 

trình tìm kiếm ta sử dụng hàm băm 

GetHashCode có các tính chất sau: 

 Đối số của hàm là một chuỗi nhị 

phân, kết quả trả về là 1 số nguyên. 

 Hai chuỗi nhị phân khác nhau có 

thể có cùng giá trị của hàm băm (trường 

hợp đụng độ hay tranh chấp, tuy nhiên 

điều này rất ít khi xảy ra do mục đích 

thiết kế của hàm băm). 

Ngoài ra ta sử dụng thêm các thông 

tin khác nữa để lập chỉ mục tìm kiếm 

theo các yêu cầu khác nhau của ứng 

dụng thực tiễn cũng như để giải quyết 

trang chấp nếu có. Các thao tác cập nhật 

như thêm, xóa, sửa và tìm kiếm trên cơ 

sở dữ liệu được mô tả chi tiết bên dưới. 

Cấu trúc lưu trữ của một đa thức bất 

khả quy trong cơ sở dữ liệu được trình 

bày trong bảng 2. 

Bảng 2: Cấu trúc lưu trữ cho các đa thức bất khả quy 

ColumnName Description Primary Key 

HashCode 
Giá trị hàm băm của chuỗi nhị phân biểu diễn 

các hệ số của đa thức 
Yes 

Degree Bậc của đa thức No 

SumBit 
Tổng các hệ số của đa thức, cho biết số các hệ 

số có giá trị bằng 1 của đa thức 
No 

GroupOrder 

Số thứ tự của đa thức trong nhóm các đa thức 

có cùng giá trị của HashCode và Degree, có 

tác dụng giải quyết tranh chấp nếu có 

Yes 

BitString 
Chuỗi nhị phân biểu diễn các hệ số của đa 

thức 
No 

IsPrimitive Đa thức có phải là đa thức nguyên thủy? No 

3.3.1. Thêm một đa thức bất khả 

quy vào cơ sở dữ liệu 

Thao tác thêm một đa thức bất khả 

quy vào cơ sở dữ liệu được cài đặt 

thông qua hàm AddPoly(Poly , bool 

needCheck) bao gồm các bước sau: 

 Tính giá trị của hàm băm của 

chuỗi nhị phân biễu diễn các hệ số của 

đa thức. 

 Xác định bậc của đa thức. 

Dựa vào các giá trị vừa tính toán ở 

trên ta thực hiện tìm kiếm trong cơ sở 

dữ liệu. Nếu tìm không thấy ta sẽ thêm 

đa thức vào cơ sở dữ liệu với 

GroupOrder có giá trị bằng 0. Ngược lại 

ta có thể tìm thấy một nhóm các đa thức 

bất khả quy có cùng giá trị của hàm 

băm (danh sách này không nhiều, do 

tính chất hiếm khi đụng độ của hàm 

băm). Nếu đa thức cần thêm không có 

trong danh sách này thì ta thực hiện 

thêm đa thức với GroupOrder có giá trị 

là giá trị lớn nhất của GroupOrder trong 

nhóm cộng thêm 1. Trong trường hợp 

đa thức đã tồn tại trong cơ sở dữ liệu thì 

không cần phải thực hiện thao tác thêm 

nữa. Trong trường hợp chưa xác định 

được đa thức cần thêm có phải là đa 

thức bất khả quy hay không (needCheck 

bằng false), ta cần phải thực hiện thêm 

thao tác kiểm tra tính bất khả quy trước 

khi thêm vào cơ sở dữ liệu (đối với giải 

thuật phát sinh ra đa thức bất khả quy 

không cần phải kiểm tra nữa). 

3.3.2. Xóa đi một đa thức trong cơ 

sở dữ liệu 

Thao tác xóa đi một đa thức trong 

cơ sở dữ liệu được cài đặt thông qua 
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hàm DeletePoly(Poly ). Thao tác xóa 

thường được thực hiện sau thao tác tìm 

kiếm. Ta tính toán các thông tin 

HashCode, Degree, và GroupOrder của 

đa thức cần xóa để thực hiện thao tác 

xóa đa thức. Các thông tin này tạo thành 

khóa chính nên xác định duy nhất đa 

thức cần phải xóa. Trong thực tế thao 

tác xóa hiếm khi sử dụng.  

Vấn đề tìm kiếm đa thức khi xóa 

được thực hiện dựa trên các thuộc tính 

đã được lập chỉ mục. Hệ quản trị cơ sở 

dữ liệu SQL Server lưu trữ dữ liệu dưới 

dạng cấu trúc cây mở rộng (BTree++) 

nên thực hiện tìm kiếm sẽ nhanh chóng 

và hiệu quả hơn nhiều so với phương 

pháp tìm kiếm tuần tự, đặc biệt là đối 

với khối lượng dữ liệu lớn. 

3.3.3. Cập nhật đa thức 

Khi thay đổi nội dung (chuỗi nhị 

phân biểu diễn các hệ số của đa thức) 

của một đa thức, các thông tin tương 

ứng như HashCode, Degree, SumBit 

cũng thay đổi theo. Do đó, thao tác cập 

nhật thật ra là thao tác thêm đa thức mới 

và xóa đi đa thức cũ. Giống như thao 

tác xóa, thao tác cập nhật cũng hiếm khi 

được sử dụng trong thực tế. 

4. Kết quả cài đặt thử nghiệm 

Cài đặt thử nghiệm được thực hiện 

trên môi trường Windows (hệ điều hành 

Vista) với công cụ Visual Studio 2008, 

sử dụng ngôn ngữ lập trình C# và hệ 

quản trị cơ sở dữ liệu SQL Server 2008. 

Máy tính cài đặt chương trình có cấu 

hình CPU Pentium Dual-Core, tốc độ 

2GHz, bộ nhớ trong 1GB. Một số giao 

diện chính của chương trình như hình 2. 

 

Polynomial Generation 

 

Polynomial Construction 

Hình 2: Một số giao diện chính của chương trình 

4.1. Xây dựng cơ sở dữ liệu ban đầu 

Cơ sở dữ liệu ban đầu bao gồm tất 

cả các đa thức bất khả quy trên trường 

nhị phân  có bậc . Phương pháp 

Generating được cài đặt thông qua hàm 

SimplePolyGen(int ) với  là số bậc tối 

đa của đa thức bất khả quy cần phát 

sinh. Kết quả của hàm là tất cả các đa 

thức bất khả quy có bậc . 

Phương pháp Factoring được cài 

đặt thông qua hai hàm 

BerlekampPolyGen(int ) và Cantor-

Zassenhaus(int ). Cả hai hàm này đều 

cho kết quả giống như hàm 

SimplePolyGen(int ). Hàm 
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BerlekampPolyGen sử dụng phương 

pháp phân tích Berlekamp trong khi 

hàm Cantor-Zassenhaus sử dụng 

phương pháp phân tích Cantor-

Zassenhaus.  

Bảng 3 so sánh hiệu quả của các 

phương pháp (ký hiệu “-“ chỉ thời gian 

khá lâu, không ghi nhận). Phương pháp 

Berlekamp hiệu quả hơn phương pháp 

Cantor-Zassenhaus ở bậc  nhỏ. Phương 

pháp Simple đạt hiệu quả cao nhất. Điều 

này chứng tỏ rằng (cũng giống như bài 

toán phân tích số nguyên thành tích của 

các số nguyên tố), bài toán phân tích đa 

thức thành các nhân tử bất khả quy là 

một bài toán khó và đòi hỏi nhiều thời 

gian. Kết quả thực nghiệm này hoàn toàn 

phù hợp với lý thuyết. 

4.2. Tổng hợp các đa thức bất khả 

quy bậc cao 

Phương pháp thứ nhất dùng để tổng 

hợp các đa thức bất khả quy bậc cao là 

phát sinh đa thức bậc cao với số lượng 

hạn chế. Trong chương trình chúng tôi 

phát sinh 100 đa thức bất khả quy ứng 

với mỗi bậc . Phương pháp 

thứ hai là tìm các đa thức bất khả quy 

bậc cao dạng đặc biệt (dạng tam thức 

). Hai phương pháp này thực 

sự không sử dụng công thức tổng hợp đa 

thức nhưng được thực hiện ở giai đoạn 

hai nên xếp vào mục tổng hợp cho tiện. 

Phương pháp thứ ba sử dụng các 

phương pháp tổng hợp khác nhau. 

Chúng ta quét kho ban đầu và thực hiện 

công thức tổng hợp đa thức. Trong 

khuôn khổ bài báo này, chúng tôi chỉ sử 

dụng các đa thức có bậc  để tổng 

hợp đa thức bất khả quy bậc cao. 

Bảng 3: So sánh hiệu quả của các giải thuật phân tích 

Bậc  Simple Berlekamp Cantor Bậc Simple Berlekamp Cantor  

1 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 14 0h:0’:1’’ - - 

2 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 15 0h:0’:3’’ - - 

3 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 16 0h:0’:7’’ - - 

4 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 17 0h:0’:15’’ - - 

5 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 18 0h:0’:34’’ - - 

6 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:1’’ 19 0h:1’:12’’ - - 

7 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:5’’ 20 0h:2’:44’’ - - 

8 0h:0’:0’’ 0h:0’:0’’ 0h:0’:56’’ 21 0h:5’:47’’ - - 

9 0h:0’:0’’ 0h:0’:1’’ 0h:6’:1’’ 22 0h:12’:55’’ - - 

10 0h:0’:0’’ 0h:0’:12’’ 1h:28’21’’ 23 0h:28’:5’’ - - 

11 0h:0’:0’’ 0h:1’:39’’ - 24 1h:3’:4’’ - - 

12 0h:0’:0’’ 0h:16’:28’’ - 25 2h:13’:17’’ - - 

13 0h:0’:1’’ 1h:35’:10’’ -     

Kết quả của quá trình nghiên cứu 

lý thuyết và cài đặt thử nghiệm là 

chúng tôi đã đưa ra được một quá trình 

xây dựng cơ sở dữ liệu các đa thức bất 

khả quy một cách có hệ thống và thực 

tế đã xây dựng được một kho cơ sở dữ 

liệu các đa thức bất khả quy tương đối 

lớn (có tới hơn bốn triệu đa thức bất 

khả quy) bao gồm: 

 Tất cả các đa thức bất khả quy 

có bậc  trên trường nhị phân . 

 Với mỗi : phát 

sinh (ngẫu nhiên) 100 đa thức bất khả 

quy ở mỗi bậc. 
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 Tất cả các đa thức bất khả quy 

dạng tam thức có bậc . 

 Các đa thức bất khả quy bậc 

cao được tổng hợp theo các phương 

pháp khác nhau. Đa thức bất khả quy 

có bậc cao nhất trong cơ sở dữ liệu là 

668168. 

 Tất cả các đa thức bất khả quy 

có bậc trên trường . 

Chúng tôi chưa tìm được một 

công trình xây dựng cơ sở dữ liệu các 

đa thức bất khả quy nào tương tự 

được công bố để so sánh kết quả. Sau 

đây chúng tôi đưa ra một số tiêu chí 

dùng để đánh giá và so sánh kết quả 

giữa các hệ thống (trên môi trường 

tương tự nhau): 

 Độ lớn của kho cơ sở dữ liệu 

ban đầu, ngưỡng  càng lớn càng tốt. 

 Độ lớn của toàn bộ cơ sở dữ liệu. 

 Sự phong phú của các dạng 

thức, càng nhiều công thức tổng hợp 

càng tốt. 

 Số lượng các đa thức bất khả 

quy bậc cao hơn một ngưỡng  nào đó. 

 Hiệu quả của các thuật toán 

phát sinh đa thức và tìm kiếm trên cơ 

sở dữ liệu. 

5. Kết luận và hướng phát triển 

Trong bài báo các tác giả đã trình 

bày quá trình xây dựng kho cơ sở dữ 

liệu các đa thức bất khả quy phục vụ 

các ứng dụng thực tiễn một cách hệ 

thống bao gồm nhiều cách thức khác 

nhau và một cấu trúc lưu trữ cho phép 

thực hiện tìm kiếm hiệu quả. Các tác 

giả cũng đã xây dựng được một kho cơ 

sở dữ liệu tương đối lớn. Khi cần thiết, 

kho cơ sở dữ liệu này có thể mở rộng 

thêm với độ lớn tùy ý và có thể phát 

sinh ra đa thức bất khả quy có bậc cao 

tùy ý. Các phương pháp tổng hợp mới 

được bổ sung vào hệ thống một cách 

dễ dàng. Ở bước đầu xây dựng nên hệ 

thống cũng có một số hạn chế nhất 

định: chẳng hạn cài đặt chủ yếu được 

thực hiện ở trường nhị phân , các ví 

dụ áp dụng chỉ mang tính minh họa 

(tính lý thuyết), ứng dụng thực tiễn đòi 

hỏi phải có quá trình khảo sát chuyên 

sâu và nghiên cứu kỹ lưỡng hơn, đặc 

biệt là môi trường và phạm vi ứng 

dụng cụ thể. 

Trong tương lai chúng tôi sẽ khảo 

sát kỹ lưỡng điều kiện áp dụng của các 

ứng dụng thực tiễn và cách khai thác 

có hiệu quả kho cơ sở dữ liệu các đa 

thức bất khả quy đã xây dựng được, 

đặc biệt là trong lĩnh vực mã hóa mật 

mã và an toàn thông tin, chẳng hạn, 

liệu có thực sự xây dựng được một hệ 

thống mã hóa khóa công khai dựa trên 

sự tổng hợp đa thức hay không. 
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BUILDING DATABASE OF IRREDUCIBLE POLYNOMIALS FOR 

PRACTICAL APPLICATIONS 

ABSTRACT 

 Irreducible polynomials have many practical applications, especially in coding 

theory, cryptography and information security. This article presents the research 

results and an initial implementation of building database of irreducible polynomials 

for practical applications. 
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